
Автоматика и телемеханика, № 5, 2024

c© 2024 г. М.В. БАЛАШОВ, д-р физ.-мат. наук (balashov73@mail.ru),
К.З. БИГЛОВ (biglov.kz@phystech.edu)

(Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва),
А.А. ТРЕМБА, канд. физ.-мат. наук (atremba@ipu.ru)

(Институт проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН, Москва;
Московский физико-технический институт, Долгопрудный)

О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ С МНОГОЗНАЧНЫМИ
ОТОБРАЖЕНИЯМИ1

Рассматриваются некоторые задачи о многозначных отображениях, ко-
торые могут быть сведены к минимизации положительно однородной лип-
шицевой функции на единичной сфере. Последняя задача может быть в
некоторых случаях решена алгоритмом первого порядка – методом проек-
ции градиента. В качестве одного из примеров рассмотрен случай, когда
многозначное отображение есть множество достижимости автономной ли-
нейной управляемой системы. Для ряда постановок доказана линейная
сходимость метода проекции градиента в рассматриваемой ситуации. Мы
используем схему доказательства сходимости градиентного метода, пред-
ложенную Б.Т. Поляком, в случае выполнения неравенства Лежанского–
Поляка–Лоясевича. В отличие от других способов решения, например при
помощи аппроксимации множества достижимости, приведенные алгорит-
мы гораздо слабее зависят от размерности фазового пространства и дру-
гих параметров задачи. Также возможна эффективная оценка ошибок.
Численные эксперименты подтверждают эффективность рассматривае-
мого подхода. Помимо множества достижимости, рассмотренные алго-
ритмы могут быть применены к различным теоретико-множественным
задачам с многозначными отображениями достаточно общего вида.
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1. Введение

Пусть R
n – вещественное евклидово пространство со скалярным про-

изведением (·, ·) и нормой ‖ · ‖ =
√

(·, ·). Определим шар Br(a) = {x ∈ R
n :

‖x− a‖ 6 r}, (a ∈ R
n, r > 0) и единичную сферу S1 = ∂B1(0). Обозначим

как intN и ∂N внутренность и границу множества N ⊂ R
n соответствен-

но. Напомним, что опорной функцией для замкнутого выпуклого множе-
ства N ⊂ R

n и вектора p ∈ R
n называется s(p,N ) = supx∈N (p, x), а опорным

1 Теоремы 1, 3, 4 и §5 получены М.В. Балашовым при финансовой поддержке РНФ,
проект № 22-11-00042, https://rscf.ru/project/22-11-00042/ в ИПУ РАН. Теорема 2 и чис-
ленные результаты раздела 6 получены А.А. Трембой при финансовой поддержке РНФ,
проект № 21-71-30005, https://rscf.ru/project/21-71-30005/.
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множеством называется N (p) = {x ∈ N : (p, x) = s(p,N )}. Множество N (p)
называется опорным элементом, если оно одноточечно. Для выпуклого ком-
пакта N множество N (p) является субдифференциалом (в смысле выпукло-
го анализа) опорной функции s(p,N ) в точке p. Функция s(p,N ) липшицева
с постоянной ‖N‖ = max{‖x‖ : x ∈ N}. Пусть PNx – метрическая проекция
точки x ∈ R

n на замкнутое выпуклое множество N .

ПустьN ⊂R
n\{0} – выпуклый компакт, f(p) = s(p,N ). Рассмотрим задачу

min
‖p‖=1

f(p) = J.(1)

Очевидно, что решение (1) – единичный вектор p0 такой, что p0 = −z0/‖z0‖,
где PN 0 = {z0} и J = (p0, z0) = −‖z0‖. Также z0 ∈ N (p0). Таким образом по-
иск проекции нуля z0 = PN 0 эквивалентен задаче (1). Решение общей задачи
поиска проекции имеет вид PNx = x+ PN+(−x)0.

Напомним ряд алгоритмов решения задачи проецирования точки на вы-
пуклое замкнутое множество N . Каждый из алгоритмов зависит от способа
задания множества N . Если N – многогранник, то можно воспользоваться
квадратичным программированием и решить задачу min ‖x‖2 при ограниче-
ниях (pi, x) 6 s(pi,N ), где {pi} – набор единичных нормалей к граням N .
В ряде случаев можно применять метод альтернативных проекций при нали-
чии условия трансверсальности, см. [1, § 8.5]. В [2] рассматриваются свойства
оператора проектирования. Также рассматривается сходимость итерацион-
ного алгоритма проекции/отражения для нахождения пары точек, на кото-
рой достигается локальный минимум расстояния между двумя выпуклыми
замкнутыми множествами или между замкнутым выпуклым множеством и
замкнутым проксимально гладким множеством. Использование алгоритмов
в духе метода условного градиента для нахождения проекций на выпуклые
множества изучалось в [3]. В [4] авторы предложили итерационный алгоритм
поиска проекции точки на множество уровня квадратичной функции. Неко-
торые алгоритмы поиска проекции Брегмана точки на замкнутое выпуклое
множество могут быть найдены в [5].

Лучшая скорость сходимости, полученная в приведенных выше статьях,
линейная. При этом предложенные алгоритмы зачастую не позволяют реа-
лизовать эффективный вычислительный процесс.

Далее предполагаем, что заданы опорная функция s(p,N ) и опорное мно-
жество N (p). “Заданы” означает, что можно вычислить s(p,N ) и N (p) для
любого вектора p ∈ R

n с помощью формулы или достаточно эффективной
вычислительной процедуры.

Пусть M⊂ R
n – выпуклый компакт, R(·) : [0, T ]→ 2R

n
, R(0) = {0} –

непрерывное в метрике Хаусдорфа многозначное отображение с выпуклы-
ми компактными значениями. Рассмотрим некоторые задачи, которые могут
быть сведены к постановке (1).
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Задача (P1). Для данного t > 0 найти минимальное расстояние между точ-
ками множеств R(t) и M, т.е. величину ρ(R(t),M) = infx∈R(t), y∈M ‖x− y‖.
Найти минимальное t > 0, при котором ρ(R(t),M) = 0.

Задача (P2). Для данного t > 0 выяснить справедливость включения мно-
жеств R(t)⊂M. Найти максимальное t > 0, при котором R(t)⊂M.

Задача (P3). Для данного t > 0 выяснить справедливость включения мно-
жеств R(t)⊃M. Найти минимальное t > 0, при котором R(t)⊃M.

Задачи (P1)–(P3) могут быть поставлены для произвольного многозначно-
го непрерывного отображения с выпуклыми компактными значениями R(t)
и выпуклого компакта M. Рассмотрим частный случай многозначного инте-
грала вида

R(t) =
t
∫

0

F(s) ds,(2)

где F – многозначное отображение с выпуклыми компактными значениями.
По умолчанию предполагается, что 0 ∈ F(s) для всех s > 0. Интеграл рас-
сматривается в смысле Аумана [6]:

t
∫

0

F(s) ds =







t
∫

0

u(s) ds : u(s) ∈ F(s)− измеримая ветвь







.

По теореме Ляпунова о векторных мерах [7] интеграл является выпуклым
компактом. Из формулы (2) и включения 0 ∈ F(s) для всех s ∈ [0, t] полу-
чаем возрастание {R(t)}t>0 по включению R(t1)⊂R(t2) для всех 0 6 t1 6 t2.
Также можно рассматривать множество M, зависящее от t, т.е. M(t).

Опорная функция и опорное множество интеграла (2) могут быть легко
вычислены: для единичного вектора p и любого t > 0 имеют место равенства

s(p,R(t)) = s



p,

t
∫

0

F(s) ds



=

t
∫

0

s(p,F(s)) ds, R(t)(p) =
t
∫

0

F(s)(p) ds.(3)

Другой класс множеств, для которых известна опорная функция и опор-
ный элемент, – это конечные суммы линейных образов какого-то фиксирован-
ного множества M с известными s(p,M) иM(p), к примеру M может быть
эллипсоидом. Пусть R(t) =∑m

k=1Ak(t)B1(0), Ak(t) – непрерывные невырож-
денные матрицы для всех t > 0. Тогда

s(p,R(t)) =
m
∑

k=1

s(p,Ak(t)B1(0)) =

m
∑

k=1

‖A⊤
k (t)p‖,

R(t)(p) =
m
∑

k=1

Ak(t)A
⊤
k (t)p

‖A⊤
k (t)p‖

.

(4)
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Заметим, что конечная сумма эллипсоидов не является эллипсоидом в общем
случае.

Одним из важнейших примеров является множество достижимости линей-
ной автономной управляемой системы, которую рассмотрим в форме диффе-
ренциального включения

x′(t) ∈ Ax(t) + U , x(0) = 0, x ∈ R
n, A ∈ R

n×n,(5)

где U ⊂ R
n – компакт, 0 ∈ U . Множество достижимости (точки R

n, в которые
можно перевести систему (5) за время t) представимо в виде

R(t) =
t
∫

0

eAsU ds.(6)

Напомним, что наиболее важное усиление условия выпуклости для ком-
пактных множеств из R

n – это сильная выпуклость с радиусом R > 0. Под-
множество R

n называется сильно выпуклым с радиусом R, если оно может
быть представлено как пересечение шаров радиуса R [8, 9]. Это свойство так-
же может быть выражено через модуль выпуклости [10]. В [8] было доказано,
что многозначный интеграл (2) является сильно выпуклым, если многознач-
ное отображение F(s) имеет сильно выпуклые значения. В [11] была дока-
зана в некотором виде локальная сильная выпуклость для интеграла (2) с
F(s) = A(s)U , где A(s) – некоторый класс гладких матриц, а U – многогран-
ник. В [12] была рассмотрена аппроксимация второго порядка по времени
типа Рунге–Кутты для дискретизации сильно выпуклых дифференциальных
включений.

Различные задачи о многозначных интегралах могут решаться при помо-
щи аппроксимации их значений. В [13] авторы описывают различные методы
построений аппроксимаций множества достижимости управляемой системы,
см. [13, табл. 1]. Один из самых общих и эффективных методов основывает-
ся на опорной функции (он также называется методом гиперплоскостей) [14].
Можно рассмотреть, например, внешнюю многогранную аппроксимацию для
произвольного выпуклого компактного подмножества M⊂ R

n вида

{x ∈ R
n : (p, x) 6 s(p,M), ∀p ∈ G} ,(7)

где G⊂ R
n – конечная сетка единичных векторов, и решить соответствую-

щую задачу для аппроксимации. Недостаток такого подхода в том, что ра-
зумные приближения могут быть получены только в пространствах малой
размерности 2 6 n < 5 [15].

Также существуют подходы, использующие особые аппроксимации, напри-
мер при помощи зонотопов [16] или эллипсоидальной техники [17]. Последняя
иногда позволяет описывать множество достижимости локально.

В данной статье рассматриваются R(t),M,N как значения многозначного
интеграла или конечные суммы эллипсоидов. Показывается, как можно све-
сти различные задачи, в первую очередь (P1)–(P3), о подобных множествах к
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задаче (1). Минимизируемая в (1) функция f(p) оказывается при этом опор-
ной функцией какого-то выпуклого компакта N , зависящего отR(t) иM. Мы
доказываем выполнение условия Лежанского–Поляка–Лоясевича [18, форму-
ла (4.6)] в задаче (1), что гарантирует линейную скорость сходимости метода
проекции градиента. Опорная функция f(p) и ее градиент могут быть вычис-
лены с помощью (3) для многозначного интеграла или (4) для суммы эллип-
соидов. Опорная функции и ее градиент позволяют получить эффективную
схему вычислений. Также рассматривается локальное условие сильной вы-
пуклости: для некоторого R > 0 для решения p0, ‖p0‖ = 1 задачи (1) долж-
но иметь место включение N ⊂BR(N (p0)−Rp0). При выполнении данного
условия задача может быть решена методом проекции градиента с фикси-
рованной величиной шага или выбором величины шага по Армихо. Во всех
алгоритмах доказана линейная скорость сходимости, рассматриваются раз-
личные примеры.

Заметим, что есть другой способ решения задачи (1), который за-
ключается в использовании метода условного градиента. Рассматрива-
ются функция g(x) = 1

2‖x‖2, начальная точка x1 ∈ N и итерации xk =
= argmaxx∈N (−g′(xk), x), xk+1 ∈ Argminx∈[xk,xk] g (x). Отметим, что для
обеспечения линейной сходимости указанного алгоритма обычно требуется
сильная выпуклость множества N [18, теорема 6.1, п. 5)].

1.1. Основные обозначения и вспомогательные результаты

Для множеств M и N из R
n определяются операции M+N = {x+ y :

x ∈ M, y ∈ N} и M ∗ N = {x : x+N ⊂M} = ⋂x∈N (M− x). Они называ-
ются суммой и разностью Минковского для множеств M и N .

Обозначим через ̺(x,M) = infy∈M ‖x− y‖ расстояние от точки x до мно-
жества M.

Расстояние Хаусдорфа на пространстве выпуклых компактных подмно-
жеств R

n задается по формуле

h(M,N ) = max
‖p‖=1

|s(p,M)− s(p,N )|.

Введем функцию [a]− = |a| для a 6 0 и [a]− = 0 для a > 0. Тогда
[

min‖p‖=1(s(p,M) − s(p,N ))
]

− называется полурасстоянием от N доM, оно

равняется maxx∈N ̺(x,M).

Пусть множество R(t) (2) зависит от параметра t. Будем обозначать опор-
ное множество для вектора p как R(t)(p). Из определения Ауманна или
Римана интеграла следует, что для произвольной матрицы J ∈ R

m×n имеет
место JR(t) =

∫ t
0 JF(s) ds. В частности, для любого вектора p ∈ R

n имеем

R(t)(p) =
∫ t
0 F(s)(p) ds.

Множество M⊂ R
n называется сильно выпуклым с радиусом R > 0, если

его можно представить как пересечение некоторого набора замкнутых евкли-
довых шаров радиуса R. Для произвольного сильно выпуклого множестваM
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с радиусом R существует другое сильно выпуклое с радиусом R множество N
такое, что M+N = BR(0) [8, 19]. Сильная выпуклость выпуклого компак-
та M с радиусом R эквивалентна липшицевости опорного элемента M(p)
на единичной сфере: для всех ‖p‖ = ‖q‖ = 1 выполняется ‖M(p) −M(q)‖ 6
6 R‖p− q‖ [8].

Будем говорить, что выпуклое множество M⊂ R
n равномерно гладкое с

постоянной r > 0, еслиM =M0 +Br(0), гдеM0⊂R
n – выпуклый компакт.

Это определение появлялось ранее, см. [20, определение 2.1].

Пусть ε > 0, S0 ⊂ R
n – гладкое многообразие без края, x ∈ S0. Для диф-

ференцируемой по Фреше функции f : S0 + intBε(0)→ R определим S =
= S(f, x) = {x ∈ S0 : f(x) 6 f(x)}. Пусть S – гладкое многообразие с краем
∂S ⊂ {x ∈ S0 : f(x) = f(x)}. Будем говорить, что на S выполняется условие
Лежанского–Поляка–Лоясевича (LPL) [18; 21, §3.2] с постоянной µ > 0, если
Ω = Argminx∈S f(x) 6= ∅ и для всех x ∈ S имеет место неравенство

‖PTxf
′(x)‖2 > µ(f(x)− f(Ω)).

Здесь Tx – касательное пространство к многообразию S в точке x ∈ S, PTx –
ортогональный проектор на Tx, f ′(x) – производная Фреше функции f в точке
x ∈ S.

Лемма 1. Для любых ненулевых векторов p, q ∈ R
n имеет место

∥

∥

∥

p
‖p‖ −

q
‖q‖

∥

∥

∥ 6
‖p−q‖√
‖p‖ ‖q‖

.

Предл ожени е 1 [8]. Пусть многозначное отображение F : [0, t]→ 2R
n

принимает сильно выпуклые значения F(s) с интегрируемым на [0, t] радиу-
сом R(s) для всех s ∈ [0, t] и непрерывно в метрике Хаусдорфа. Тогда инте-
грал R(t) =

∫ t
0 F(s) ds сильно выпуклый с радиусом R =

∫ t
0 R(s) ds.

Упомянем, что многозначный интеграл может быть сильно выпуклым, да-
же если множества F(s) таковыми не являются. Такая ситуация типична
в размерности n = 2 [22]. Тем не менее множество достижимости линейной
управляемой системы в размерности n > 3 часто не является сильно выпук-
лым.

Рассмотрим элементарный пример системы (5) (похожая система рас-
сматривается ниже в примере 1). Пусть множество управления – отре-
зок: U = co {±v}. Введем вспомогательную аналитическую функцию gp(s) =
= (p, eAsv). Для фиксированного p опорное множество R(t)(p) состоит из од-
ного элемента, если gp(s)6≡0. Выполнение условия полного ранга

span{Aiv}n−1
i=0 = R

n ⇔ spanR(t) = R
n

гарантирует, что gp не есть тождественный нуль. Из аналитичности gp следу-
ет, что у уравнения gp(s) = 0 конечное число корней на [0, t]. Из конечности
числа корней вытекает строгая выпуклость R(t). Для опорного элемента име-
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ет место формула

R(t)(p) =
t
∫

0

eAsv × sign gp(s) ds =

k
∑

i=0

ǫi

si+1(p)
∫

si(p)

eAsv ds,(8)

где si(p), i = 1, k – корни gp(s) на [0, t] (вследствие аналитичности gp они
изолированы и их конечное число), s0 = 0, sk+1 = t, ǫi = ±1 есть знак gp(s)
при s ∈ [si, si+1]. Таким образом, исследование поведения опорного элемента
сводится к исследованию зависимости корней аналитической функции gp(s)
от параметра p. Легко заметить, что если все корни простые (и для просто-
ты лежат в интервале (0, t)), то из теоремы о неявной функции следует, что
они (корни) гладко зависят от p в некоторой окрестности, а значит, опорный
элемент – тоже гладкая функция p в этой окрестности. Отсюда вытекает ло-
кальная липшицевость опорного элемента R(t)(p) по p. Обратная ситуация
возникает при наличии кратных корней на отрезке при некотором задан-
ном p. Как показано в примере ниже, в таком случае характерно нарушение
липшицевости опорного элемента в точке p, что ведет к отсутствию сильной
выпуклости. Тем не менее легко показать, что множество векторов p, для ко-
торых функция gp имеет кратные корни на [0, t], имеет меру нуль. Некоторые
обобщения подобного подхода на многозначные интегралы более общего вида
приведены в [11].

Отметим, что если все собственные значения A, то оптимальное управле-
ние u(t) = U(eA⊤(T−t)p) = v sign gp (как T − t), t ∈ [0, T ] имеет не более n − 1
переключений, что является частным случаем теоремы Фельдбаума о числе
переключений [23, теорема 2.11]. В примерах динамическая система задается
уравнением ẋ = Ax+Bu, u ∈ U , t ∈ [0, T ]. Оптимальное управление в такой
системе, приводящее к опорному элементу множества достижимости R(t)(p),
имеет вид [24]:

u(t) = U(B⊤eA
⊤(T−t)), t ∈ [0, T ].(9)

Рассмотрим систему

ẋ=Ax+Bu, x(0) = 0, u ∈R : |u|6 1, A=





−1 1 0
0 −1 1
0 0 −1



 , B =





0
0
1



 .(10)

Следуя замечаниям выше, положим

gp(s) = (p, eAsB) =
1

2
e−s

(

p1s
2 + 2p2s+ 2p3

)

.

Пусть p0 =
1
3 (2,−2, 1), заметим что gp0(s) =

1
3e

−s(s− 1)2 имеет кратный
корень при s = 1. Рассмотрим поведение опорного элемента в окрестности p0.
Напомним, что f(s) ≍ g(s), s→ 0, если f(s) = O(g(s)) и g(s) = O(f(s)), s→ 0.
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Рис. 1. Множество достижимости системы (10) и нормали, для которых нет
локальной липшицевости опорного элемента, при t = 2.

Рассмотрим для ε ∈ (0, 1) вектор q = q(ε) = (2,−2,1−ε)√
9−2ε+ε2

. Легко заметить, что

‖p− q(ε)‖ ≍ ε, ε→ 0, а также найти корни gq(ε) =: s1,2(ε) = 1±√ε. Тогда для
t > 1 +

√
ε можно записать для опорного элемента

R(t)(p)−R(t)(q) =
1+

√
ε

∫

1−√
ε

e−s(s2, 2s, 2)⊤ ds,

‖R(t)(p)−R(t)(q)‖ >
1+

√
ε

∫

1−√
ε

2e−s ds ≍ √ε, ε→ 0.

Таким образом, в окрестности точки p0 нарушается липшицевость опорного
элемента, а значит множество R(t) не сильно выпукло.

На рис. 1 показан вид множества достижимости системы при t = 2. Нор-
мали, для которых нет локальной липшицевости опорного элемента, пока-
заны на рис. 1 сверху, множество этих нормалей является частью границы
нормального конуса в вершине множества. Кроме того, можно заметить, что
множество достижимости обладает структурой, похожей на клеточный ком-
плекс. Эта структура возникает вследствие того, что, благодаря (8), опорный
элемент можно задать положениями и кратностями корней функции gp(s) на
отрезке [0, t], а также знаком gp(s) вблизи левого конца отрезка. Если матри-
ца рассматриваемой системы имеет вещественные собственные значения, то
суммарная кратность корней gp(s) не превосходит (n − 1). Можно показать,
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что в этом случае произвольная конфигурация корней даст при подстановке
в (8) некоторую точку ∂R(t). Рассмотрение наборов корней с различными
суммарными кратностями позволяет выделить в множестве достижимости
криволинейные ребра и грани. Некоторые обобщения рассуждений выше при-
ведены в [11].

Лемма 2. Пусть A1 = J−1AJ – жорданова форма матрицы A систе-
мы (5), U1 = J−1U , J ∈ R

n×n – матрица перехода. Если множество R1(t) =
=
∫ t
0 e

A1sU1 ds сильно выпукло с радиусом r, то R(t) =
∫ t
0 e

AsU ds также
сильно выпукло с радиусом R = rα2/β, где α = ‖J‖ = max‖h‖=1 ‖Jh‖, β =
= min‖h‖=1 ‖Jh‖.

Заметим, что из [25, Теорема 3] следует, что любой эллипсоид

N =

{

x ∈ R
n :

n
∑

k=1

x2k
λ2
k

6 1

}

, λ1 > λ2 > . . . > λn > 0,

является сильно выпуклым с радиусом R =
λ2
1

λn
.

Лемма 3. Пусть в системе (5) множество U является равномерно
гладким с постоянной r > 0. Тогда множество R(t) (6) является равномер-

но гладким с постоянной r0 = r
∫ t
0

λ2
n(s)

λ1(s)
ds, где λ1(s) > . . . > λn(s) > 0 – это

полуоси эллипсоида eAsB1(0).
Заметим, что из доказательства леммы 3 следует, что любой эллипсоид

N =

{

x ∈ R
n :

n
∑

k=1

x2k
λ2
k

6 1

}

, λ1 > λ2 > . . . > λn > 0,

является равномерно гладким с постоянной r = λ2
n

λ1
.

В частности, леммы 2 и 3 показывают, что достаточно рассматривать си-
стемы (5) с матрицей A, приведенной к жордановой форме.

Следующее предложение оценивает убывание липшицево дифференцируе-
мой функции за один шаг метода проекции градиента.

Предл ожени е 2 [26, Лемма 2]. Рассмотрим задачу minM f(x) в R
n.

Пусть M – замкнутое множество, f ′ – липшицева функция с постоян-
ной L1. Фиксируем 0 < λ 6

1
L1

. Пусть x0 ∈ M и y0 ∈ PM(x0 − λf ′(x0)). То-
гда

f(x0)− f(y0) >
1

2

(

1

λ
− L1

)

‖x0 − y0‖2.

Для выполнения предыдущего утверждения условие Липшица для f ′ с посто-
янной L1 должно выполняться на отрезке [x0, y0], см. доказательство утвер-
ждения 2.2 [27].
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1.2. Дополнительные предположения о R(s)

При решении задач (P1)–(P3) будем требовать наличие некоторых свойств
у множеств, с которыми работаем. Приведем их здесь, чтобы далее не повто-
ряться.

1. Множество R(s) сильно выпукло с радиусом RT > 0 для всех s ∈ [0, T ].

2. МножествоM – равномерно гладкое с постоянной r > 0:M =M0+Br(0),
при этом

(a) множество M0 сильно выпукло с постоянной R0 > 0.

(b) r > RT .

3. Множество M сильно выпукло с постоянной R0 > 0.

4. Множество U равномерно гладкое с постоянной rU > 0: U = U0 + BrU (0).
5. r(t) > R0, где r(t) = rU

∫ t
0

λ2
n(s)

λ1(s)
ds и λ1(s) > . . . > λn(s) > 0 – это полуоси

эллипсоида eAsB1(0).
Первое утверждение выполняется, если, в частности, множество eAsU

сильно выпукло с радиусом R(s) > 0. Тогда из предложения 1 и линейности
интеграла следует, что

R(T ) =
T
∫

0

eAsU ds =

t
∫

0

eAsU ds +

T
∫

t

eAsU ds = R(t) +
T
∫

t

eAsU ds,

и получаем, что множество

R(t) =
⋂







R(T )− x : x ∈
T
∫

t

eAsU ds







сильно выпукло с радиусом RT =
∫ T
0 R(s) ds для всех t ∈ [0, T ].

1.3. Структура статьи

В разделах 2–4 приводятся достаточные условия для линейной сходимости
метода проекции градиента в некоторой задаче оптимизации опорной функ-
ции, к которой сводятся задачи (P1)–(P3). Это решает задачи для фиксиро-
ванного t ∈ [0, T ].

В разделе 5 обсуждается поиск начального приближения p1 для итераци-
онного процесса. Даны оценки вероятности нахождения p1 случайным поис-
ком.

В разделе 6 приводятся результаты различных численных экспериментов.
Тут же рассматривается поиск оптимального значения t для задач (P1)–(P3).
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2. Задача (P1)

Используемые предположения: 1, 2(a).

Для всех t ∈ [0, T ] рассмотрим множество N (t) = R(t) + (−M0). Множе-
ство N (t) сильно выпукло с радиусом R = RT +R0 как сумма сильно вы-
пуклых множеств [19]. Равенство R(t) ∩M = ∅ может быть переформули-
ровано следующим образом: расстояние от нуля до N (t) больше чем r > 0.
Если это так, то 0 /∈ R(t) + (−M), а в противном случае 0 ∈ R(t) + (−M).
На языке опорных функций это сводится к задаче минимизации функции
f(p) = s(p,N (t)) = s(p,R(t)) + s(p,−M0):

min
‖p‖=1

f(p) = J.(11)

Если J < −r, то расстояние от нуля до множества N (t) больше r. Если же
J > −r, то расстояние от нуля до множества N (t) не превышает r и, следо-
вательно, 0 ∈ R(t) + (−M). Заметим, что

f ′(p) = R(t)(p) + (−M0)(p) =

t
∫

0

(eAsU)(p) ds + (−M0)(p).(12)

Те ор ем а 1. Фиксируем ε ∈ (0, 1). Предположим, что в (11) J < 0. Тогда
при выполнении приведенных выше предположений функция f в (11) удовле-
творяет условию LPL на многообразии S = {p ∈ S1 : f(p) 6 0} с постоянной
µ = |J |. Также функция f имеет градиент, удовлетворяющий условию Лип-
шица с постоянной L1 =

R
1−ε = RT+R0

1−ε на множестве {p ∈ R
n : 1−ε 6 ‖p‖ 6

6 1 + ε}.
Рассмотрим следующий итерационный процесс:

p1 ∈ S (т.е. f(p1) 6 0), pk+1 = PS1
(pk − λf ′(pk)), λ ∈

(

0,
1

L1

]

.(13)

Если pk ∈ S, то pk+1 ∈ S. Действительно, из предложения 2 следует, что

f(pk)− f(pk+1) >
1

2

(

1

λ
− L1

)

‖pk − pk+1‖2 > 0, f(pk+1) 6 f(pk) 6 0.

Рассмотрим точку pk − λf ′(pk). Имеем

‖pk − λf ′(pk)‖ > (pk, pk − λf ′(pk)) = 1− λ(pk, f
′(pk)) = 1− λf(pk) > 1.

Те ор ем а 2. Предположим, что функция f липшицева с постоянной
L = ‖N (t)‖, отображение f ′ липшицево на S1 с постоянной R = RT + R0.
Также предполагаем J < 0. Положим L1 = 2R.
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Фиксируем λ ∈ (0,min{ 1
L1

, 1
2L}). Тогда алгоритм (13) сходится к мини-

муму p0 ∈ S1 с линейной скоростью:

f(pk+1)− f(p0) 6 q (f(pk)− f(p0)),

‖pk+1 − pk‖ 6 qk/2
√

2λ(f(p1)− f(p0)),

q = 1− λ|J |
2Lλ+ 2

∈ (0, 1).

Следующий пример показывает, что условие острого минимума вида
∃α> 0, такое что f(p)− f(p0) > α‖p − p0‖, не выполняется для всех p ∈ S.

Рассмотрим L > r > 0, ‖p0‖ = 1 и множество N = Br(−Lp0). Тогда для
всех p ∈ S1 имеем

s(p,N )− s(p0,N ) = L(1− (p, p0)) =
L

2
‖p− p0‖2.

Зам е ч а ни е 1. Приведенные выше результаты могут быть доказаны при
более локальных условиях. Вместо предположения 1 о сильной выпукло-
стиR(T ) с радиусом RT можно потребовать выполнения для всех p ∈ S опор-
ного принципа для множества R(t): существует RT > 0, такое что

R(t)⊂BRT
(R(t)(p) −RT p), ∀p ∈ S.(14)

Предположение 2(a), относящееся кM, должно быть выполнено.

В данной ситуации множество Z(t) = R(t) + (−M0) удовлетворяет опор-
ному принципу для всех p ∈ S с радиусом R = RT +R0:

Z(t)⊂BR(N (t)(p)−Rp), ∀p ∈ S.

Для любых p, q ∈ S получаем

‖N (t)(p) −Rp−N (t)(q)‖2 6 R2, ‖N (t)(q) −Rq −N (t)(p)‖2 6 R2

и ‖N (t)(p)−N (t)(q)‖2 6 2R(p,N (t)(p)−N (t)(q)),

‖N (t)(q)−N (t)(p)‖2 6 2R(q,N (t)(q)−N (t)(p)) = 2R(−q,N (t)(p)−N (t)(q)),

следовательно, ‖N (t)(p) −N (t)(q)‖ 6 R‖p − q‖. Принимая во внимание, что
для любых p, q ∈ S меньшая дуга окружности радиуса 1 с центром в 0 и
концевыми точками p, q лежит в S, можно повторить доказательства тео-
рем 1 и 2 в рассматриваемом случае. Для обобщения теоремы 1 нужно брать
p, q ∈ R

n с p
‖p‖ ,

q
‖q‖ ∈ S, т.е. условие Липшица будет доказываться на множе-

стве
{

p ∈ R
n : 1− ε 6 ‖p‖ 6 1 + ε, p

‖p‖ ∈ S
}

.
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3. Задача (P2)

Используемые предположения: 1, 2(b), 3.

Фиксируем ε ∈ (0, r−RT ). Рассмотрим ε-окрестность Rε(t) = R(t)+Bε(0)
множества R(t). Включение R(t)⊂M означает, что

max
x∈Rε(t)

̺(x,M) 6 ε,

и наоборот, если maxx∈Rε(t) ̺(x,M) > ε, то R(t)6⊂M. На языке опорных
функций можно поставить следующую эквивалентную задачу: найти мини-
мум функции f(p) = s(p,M)− s(p,Rε(t)):

min
‖p‖=1

f(p) = J.(15)

Если J > −ε, то R(t)⊂M, в случае J < −ε выполнено R(t)6⊂M.

Пусть S1 = {p : |p‖ = 1} и S = {p ∈ S1 : f(p) 6 0}, p0 ∈ S1 – решение (15).

Предположим, что S 6= ∅. Рассмотрим следующий итерационный процесс:

p1 ∈ S, pk+1 = PS1
(pk − λf ′(pk)).(16)

Те ор ем а 3. Пусть выполняются предположения раздела 3 и в зада-
че (15) имеет место J < 0. Пусть r0 = r−RT − ε > 0, L= ‖M ∗ Rε(t)‖> 0.
Тогда для любых p1 ∈ S и 0 < λ 6 min{r20/R3

0, 1/(2L), 1/(2R0)} итерации (16)
сходятся с линейной скоростью к решению p0:

‖pk+1 − p0‖ 6 q ‖pk − p0‖, q =

√

1− 2r20
R0

λ+R2
0λ

2 ∈ (0, 1).

Зам е ч а ни е 2. Как и в разделе 2, вышеприведенные результаты могут
быть доказаны при более локальных предположениях. Вместо предположе-
ния 1 о сильной выпуклости R(s) для всех s ∈ [0, T ] с радиусом RT можно по-
требовать выполнения для всех p ∈ S опорного условия для множества R(t):
существует RT > 0, такое что для любого числа ε ∈ (0, r −RT ) выполняется

M(p)−R(t)(p) +R(t)⊂BRT
(M(p)−RT p)⊂

⊂Br−ε(M(p)− (r − ε)p)⊂M, ∀p ∈ S.(17)

Предположения 2(b), 3, касающиеся M, должны выполняться.

В рассматриваемой ситуации имеем

M(p)−R(t)(p) − ε p+Rε(t)⊂M, ∀p ∈ S(18)

и, следовательно, f ′(p) =M(p)−R(t)(p) − ε p =M(p)−Rε(t)(p) =
= (M ∗ Rε(t))(p) для всех p ∈ S, так как f ′(p) ∈M ∗ Rε(t) и (p, f ′(p)) =
= s(p,M ∗ Rε(t)) для всех p ∈ S. Действительно, фиксируем p ∈ S. Из
включения f ′(p) +Rε(t)⊂M получаем f ′(p) ∈ M ∗ Rε(t). С другой сторо-
ны, (p, f ′(p)) + s(p,Rε(t)) = s(p,M) и, таким образом, (p, f ′(p)) = s(p,M)−
−s(p,Rε(t)) > co (s(p,M)− s(p,Rε(t)) = s(p,M ∗ Rε(t)).

Дальнейшие шаги повторяют доказательство теоремы 3.
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4. Задача (P3)

Используемые предположения: 1, 3, 4, 5.

Из леммы 3 следует, что множество R(t) является равномерно гладким с
постоянной r(t), следовательно RT > r(t).

Фиксируем ε ∈ (0, r(t)−R0). Рассмотрим ε-окрестность Mε =M+ Bε(0)
множества M. Включение R(t)⊃M означает, что

max
x∈Mε

̺(x,R(t)) 6 ε,

и наоборот, если maxx∈Mε ̺(x,R(t)) > ε, то R(t) 6⊃M. На языке опорных
функций формулируется следующая эквивалентная задача: найти минимум
функции f(p) = s(p,R(t))− s(p,Mε) = s(p,R(t))− s(p,M)− ε‖p‖:

min
‖p‖=1

f(p) = J.(19)

Если J > −ε, то R(t)⊃M, если же J < −ε, то R(t) 6⊃M.

Как обычно, S1 = {p : ‖p‖ = 1} и S = {p ∈ S1 : f(p) 6 0}. Пусть p0 ∈ S1 –
решение задачи(19).

Предполагаем, что S 6= ∅. Рассмотрим следующий итерационный процесс:

p1 ∈ S, pk+1 = PS1
(pk − λf ′(pk)).(20)

Те ор ем а 4. Пусть выполняются предположения раздела 4, причем в
задаче (19) выполняется J < 0. Пусть r = r(t)−R−ε > 0, L = ‖R(t) ∗ Mε‖.
Тогда для любых p1 ∈ S и 0 < λ 6 min{r2/R3

T , 1/(2L), 1/(2RT )} итерации (20)
сходятся с линейной скоростью к решению p0:

‖pk+1 − p0‖ 6 q ‖pk − p0‖, q =

√

1− 2r2

RT
λ+R2

Tλ
2 ∈ (0, 1).

Зам е ч а ни е 3. Как и в разделе 3, результаты верны при более локаль-
ных предположениях. Вместо сильной выпуклости M с радиусом R0 в пред-
положении 3 можно потребовать выполнения для всех p ∈ S опорного прин-
ципа для множества M: существует R0 > 0, такое что

M⊂BR0
(M(p)−R0p), ∀p ∈ S.(21)

Предположения 1, 4 и 5 должны выполняться.

5. Выбор начального приближения p1 в методе проекции градиента

Начальный вектор p1 выбирается методом случайного поиска: в задачах
(P1)–(P3) берем (равномерно распределенный) случайный вектор p1 ∈ S1 =
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= {p ∈ R
n : ‖p‖ = 1} и проверяем неравенство f(p1) 6 0. Если оно не вы-

полнено, то выбирается еще один случайный вектор p1 ∈ S1 и так да-
лее. В данном разделе оценим вероятность P({f(p1) 6 0}) нахождения
подходящего вектора p1. Для определенности, рассмотрим задачу (P1)
для фиксированного t > 0. Напомним, что J < 0 – решение задачи (11).
По предположениям для задачи (P1) множество N (t) сильно выпукло
с радиусом R > 0. Обозначим z0 = PN (t)0, p0 = −z0/‖z0‖. Для множества
M⊂ R

n обозначим через coneM (выпуклую) коническую оболочку, т.е.
coneM = {∑n

i=1 λixi : xi ∈ M, λi > 0}. Для пары точек x, y ∈ R
n, x 6= y,

определим луч [x, y) = {x+ t(y − x) : t > 0}.
Пусть D > 0 и H = {x ∈ R

n : (p0, x− z0) = 0}. Предположим, что K =
= cone (H ∩BD(z0)) ⊃ coneN (t). К примеру, D можно взять равным диа-
метру множества N (t), т.е. D = supx,y∈N (t) ‖x− y‖.

Множество K – конус вращения с осью [0, z0). Угол между осью и обра-
зующей равен α, tgα = D

|J | . Поляра K− = {p ∈ R
n : (p, q) 6 0 ∀q ∈ K} также

является конусом вращения с осью [0,−z0), для которого угол между осью и
образующей равен β = 1

2π − α, таким образом, cosβ = D√
D2+J2

.

По определению K имеем для всех p1 ∈ S1 ∩ K− неравенство f(p1) 6 0.
Обозначим Scap = S1∩K− и S0 =K−∩H0, где H0 = {x ∈ R

n : (p0, x) = cos β}.
Заметим, что S0 = H0 ∩Br0(p0 cosβ), где r0 = sinβ = |J |√

D2+J2
. (n− 1)-мера

Лебега, µn−1S0 6 µn−1Scap. Таким образом,

P({f(p1)6 0})> µn−1Scap
µn−1S1

>
µn−1S0
µn−1S1

=
rn−1
0

n

Vn−1

Vn
=

1

n

Vn−1

Vn

( |J |√
D2 + J2

)n−1

,

где Vn = πn/2

Γ(n
2
+1)

– объем единичного шарa в R
n.

Предположим теперь что Br(z0 − rp0)⊂N (t) для некоторого r > 0. Рас-
смотрим конус вращения K = coneBr(z0 − rp0)⊂ coneN (t) с осью [0, z0).
Угол между осью и образующей K равен α, sinα = r

r+|J | . Возьмем

поляру K− ⊃ (coneN (t))− с углом β между осью [0,−z0) и обра-
зующей, cos β = r

r+|J | . Имеем для произвольных p1 ∈ S1 : f(p1) 6 0, что

p1 ∈ Scap. Как и ранее, Scap = S1∩K−. Определим S10 =K−∩H1, где H1 =
= {x ∈ R

n : (p0, x) = 1}. Используя элементарную планиметрию, можно полу-

чить, что S10 =H1∩Br1(p0), r1 = tg β =

√
2r|J |+|J |2

r . Тогда µn−1S10 > µn−1Scap
и

P({f(p1) 6 0}) 6 µn−1Scap
µn−1S1

6
µn−1S10
µn−1S1

=

=
rn−1
1

n

Vn−1

Vn
=

1

n

Vn−1

Vn

(

√

2r|J |+ |J |2
r

)n−1

.
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В итоге для множества N (t) диаметром D, являющегося равномерно гладким
с постоянной r, получаем

1

n

Vn−1

Vn

( |J |√
D2+J2

)n−1

6 P({f(p1)6 0})6 1

n

Vn−1

Vn

(

√

2r|J |+ |J |2
r

)n−1

.(22)

Подобно правой (верхней) оценке в (22) для R-сильно выпуклого множе-
ства N (t) можно доказать оценку снизу

1

n

Vn−1

Vn

(

√

2R|J |+ |J |2
R+ |J |

)n−1

6 P({f(p1) 6 0}).

Эта оценка показывает, что P({f(p1) 6 0}) ≍ |J |n−1 при J → 0. В рассматри-
ваемых задачах |J | имеет порядок ε > 0, и в данном случае левое неравенство
в (22) дает более разумную оценку, так как в большинстве примеров значе-
ние D гораздо меньше R.

Полученная вероятность может быть очень мала и сильно влияет на вы-
числения, в частности, когда |J | близко к нулю или n велико. В экспери-
ментах в приведенных ниже примерах для n в пределах 3 6 n 6 12 вектор p1
был найден не более чем за несколько десятков попыток для задач (P1), (P2).
В задаче (P3) иногда требовалось около 1000 попыток для нахождения под-
ходящего p1. Одна из причин относительной эффективности при поиске p1
случайным поиском заключается в том, что в оценках выше можно выбирать
D > 0 много меньше, чем диаметр N (t). На самом деле достаточно такого
D > 0, для которого выполнено включение cone (H ∩BD(z0))⊃ coneN (t).

В ряде случаев p1 можно выбирать детерминированно, см. алгоритм из
раздела 6 для нахождения минимального времени t при ρ(R(t),M) = 0.

Выбор шага λ в алгоритмах решения задач (P1)–(P3) можно осуществлять
методом Армихо. Его подробное описание приведено в [29].

6. Моделирование и примеры

Некоторые из приведенных примеров имеют малую размерность (n = 3)
для удобства интерпретации. Как показывает объяснение ниже, скорость схо-
димости для таких примеров и примеров большей размерности практически
одна и та же.

Множества достижимости построены с помощью пакета программ на
Python [30].

6.1. Задача (P1). Пример 1.

В этом примере находится момент времени, при котором множество до-
стижимости R касается целевого множества M.
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Рис. 2. Графики сходимости метода проекции градиента с размером
шага λ = 0,1. (а) задача (P1), пример 1, (б ) задача (P1), пример 2.

Рассмотрим систему

ẋ = Ax+Bu, x(0) = 0,

u ∈ R : |u| 6 1,

A =





−1,3 1 0
0 −1,3 1
0 0 −1,3



 , B =





0
0
1



 .

(23)

Целевым множеством является M =M0 +Br(0), где M0 – шар
B0,2(0,7, −0,3, 0,35), r = 0,5. Напомним, что f(p) в задаче (11) зависит от t,
т.е. f(p, t) = s(p,R(t)) + s(p,−M0).

Сначала рассмотрим вспомогательную задачу поиска расстояния
между множествами R(t) и M для t = 1, с начальным условием
p1 = (0,03123620, −0,72453809, 0,68852659), f(p1, 1) = −0,05270947.

На рис. 2,а показана сходимость метода проекции градиента для вспомо-
гательной задачи min‖p‖=1 f(p, t). Скорость сходимости линейная, с оценкой

f(pk, 1)− f(p0, 1)≈ 0,2486 × 0,8304k . Найденное оптимальное значение p0 =
= (0,87540058, −0,46926876, 0,11602002), f(p0, 1) = −0,57398898.

Множество достижимости и ближайшая к целевому множеству точка
изображены на рис. 3.

При поиске оптимального времени касания заранее известен только ин-
тервал поиска [0, T ], но не начальное приближение p1 для произвольно вы-
бранного момента времени из этого интервала. Есть две разные стратегии.
Первый – случайно выбирать p1 ∈ S1, такой что f(p1, t) < 0 для данного t,
и увеличивать t на небольшую величину. Второй алгоритм более сложный
и использует временно́й характер задачи (P1). Этот алгоритм отслеживает
подходящее начальное приближение p(t), f(p, t) < 0 при увеличении времени.
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Рис. 3. Ближайшая к целевому множеству M точка множества
достижимости R(t) для t = 1, найденная методом проекции гра-
диента (задача (P1), пример 1).

Алгоритм для задачи (P1) (поиск минимального времени)
Информация: T > 0, r > 0, функция f(p, t), требуемая точность εtol > 0, огра-
ничения tlower = 0, tupper = T , начальный шаг по времени ∆t > 0.

1. Положим t← 0 и найдем начальное приближение p1, удовлетворяющее
f(p1, 0) < 0. Далее запустим метод проекции градиента, который даст
p(0) = argmin‖p‖=1 f(p, 0) : f(p(0), 0) < 0.

2. Положим ttest = min{t+∆t, tupper}.
Если f(p(t), ttest) > 0, то полагаем ∆t ← ∆t/2 и повторяем этот шаг.
Если f(p(t), ttest) < 0, то переходим к шагу 3.

3. Запустим метод проекции градиента (13) для функции f(p, ttest) с началь-
ной точкой p1 = p(t). Это дает p0 и J = f(p0, ttest) = min‖p‖=1 f(p, ttest) < 0.

4. Если J > −r+εtol, то множество достижимости в момент ttest пересекается
с множеством M. Обновим tupper ← ttest, ∆t ← 1

2 min{∆t, tupper − tlower} и
перейдем к шагу 2 с теми же t и p(t). Иначе переходим к шагу 5.

5. Если J < −r − εtol, то множество достижимости еще не достигло множе-
ства M. Обновим tlower ← ttest, ∆t ← min{2∆t,

tupper−tlower

2 }.
Также обновим t← ttest, p(t)← p0 и перейдем к шагу 2.
Иначе переходим к конечному шагу 6.

6. Решение найдено с требуемой точностью: |J + r| 6 εtol. Возвращаем t0 =
= ttest, как оптимальное время для задачи (P1), и p0.

Замечания: алгоритм реализует метод наподобие поиска делением попо-
лам на отрезке [0, T ]. Вероятность найти подходящее p1 на шаге 1 может
быть оценена с использованием результатов раздела 5. Тем не менее началь-
ное приближение может быть получено без случайного поиска в шаге 1. Так
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Рис. 4. Множество достижимости в момент касания целевого множества
и оптимальная траектория (задача (P1), пример 1).

как R(0) = 0, то достаточно найти единичный отделяющий вектор p1 ∈ R
n

дляM, такой что (p1, x) < 0 для всех x ∈ −M0. Далее каждый раз на шаге 2
начальное приближение p1 в методе проекции градиента выбирается детер-
минированным образом. На шаге 5 шаг времени удваивается для ускорения
поиска. Алгоритм также можно применять, если значение T неизвестно (т.е.
tupper =∞), но для tupper > T необходимые условия сходимости метода про-
екции градиента могут нарушаться. Тем не менее соблюдается инвариант
tlower 6 ttest 6 tupper.

Алгоритм останавливается при получении J с заданной точностью εtol, во
всех примерах далее εtol = 10−7 и в результате получены tupper − tlower ∼ 10−6.
Также можно останавливаться при достижении требуемой точности по
времени t: т.е. при tupper − tlower 6 εtime заканчиваем вычисления и берем
t ∈ [tlower, tupper]. Здесь εtime > 0 – допустимая ошибка по времени.

Для системы (23) алгоритм сходится за 21 шаг. Найденное оптимальное
время равно 2,73838424 при

p0 = (0,77091811, −0,60777697, 0,19050571).

На рис. 4 изображено множество достижимости и целевое множество в мо-
мент касания, а также оптимальная траектория (9) с двумя переключениями,
приводящая к целевому множеству [24].

Как было показано во введении, множество достижимости R(t) систе-
мы (23) не является сильно выпуклым. Для U = B[−1, 1] и t > 0 полу-

чаем s(p,R(t)) =
∫ t
0 e

−1,3s|p1 s
2

2 + p2s+ p3| ds для любого p = (p1, p2, p3) ∈ S1.
Для решения p0 = (0,77091811,−0,60777697, 0,19050571) и t = 2,73838424 по-
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лучаем корни s1(p0) < s2(p0) уравнения p1
s2

2 + p2s+ p3 = 0 для p = p0. По
теореме об обратной функции корни S1 ∋ p→ si(p), i = 1, 2, уравнения

p1
s2

2 + p2s+ p3 = 0 аналитичны в некоторой окрестности точки p0 ∈ S1. Дру-
гими словами, существует число γ > 0, такое что функции

S1 ∩Bγ(p0) ∋ p→ si(p), i = 1, 2,

являются липшицевыми некоторой постоянной L > 0. Более того, мож-
но выбрать такое число γ > 0, что первые компоненты векторов из
S1 ∩Bγ(p0) положительны и max{s1(p), s1(q)} 6 min{s2(p), s2(q)} для всех
p, q ∈ S1 ∩Bγ(p0).

Фиксируем пару точек p, q ∈ S1 ∩Bγ(p0). Положим M = maxs∈[0,t] ‖eAs‖.
Тогда |si(p)− si(q)| 6 L‖p− q‖ для i = 1, 2, и используя оценку

‖U(eA⊤sp)− U(eA⊤sq)‖ 6 2, получаем для опорного элемента

‖R(t)(p) −R(t)(q)‖ =
2
∑

i=1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

si(q)
∫

si(p)

eAs(U(eA⊤sp)− U(eA⊤sq)) ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6 4ML‖p − q‖.

Таким образом, поверхность {R(t)(p) : p ∈ S1 ∩Bγ(p0)} – это часть сильно
выпуклого множества с радиусом R = 4ML. В текущем примере этого до-
статочно для сходимости метода проекции градиента для времени t. Та же
ситуация имеет место для ранних моментов времени.

6.2. Задача (P1). Пример 2.

Рассмотрим пример в R
12

A = diag(−0,3, −0,8, −1, −0,7, −0,71, −0,52, −0,37, −0,05, −0,25, −0,89,
−0,99, −0,2), U = B1(0). Целевым множеством является M =M0 +Br(0),
где M0 – шар B0,4(0,3× 1) (1 = (1, 1, . . . , 1)), r = 0,2, размер шага λ = 0,1.

Рисунок 2,б : Сходимость метода проекции градиента для вспомогательной
задачи min‖p‖=1 f(p, t) для времени t = 0,5 и начального условия

p1 = (0,02046203, 0,24278712, 0,21998230, 0,33539534, 0,11750331,

0,07584814, 0,44196329, 0,14159412, 0,08314335,

0,32560626, 0,49401057, 0,43339861),

где f(p1, 0,5) = −0,04771303.
Оценка скорости сходимости: f(pk, 0,5)− f(p0, 0,5)≈ 0,1218 × 0,8122k .

Оптимальное значение равно

p0 = (0,27300370, 0,30197686, 0,31253360, 0,29647251, 0,29702965,

0,28619273, 0,27727228, 0,25724610, 0,26991497,

0,30680235, 0,31202019, 0,26679398),

где f(p0, 0,5) = −0,20238418.
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Рис. 5. k-е компоненты uk оптимального управления (задача (P1), пример 2).

Алгоритм сходится за 21 шаг к точке

p0 = (0,27281666, 0,30212210, 0,31280135, 0,29655398, 0,29711758,

0,28615572, 0,27713348, 0,25688441, 0,26969324,

0,30700357, 0,31228196, 0,26653741),

полученное оптимальное время равно 0,50315046.

Рисунок 5 показывает оптимальное управление (покомпонентно, каждая
линия изображает одну из 12 компонент).

6.3. Задача (P2). Пример 3.

Множество достижимости касается целевого множества внутренним обра-
зом, оно такое же, как в задаче (P1), пример 1 (формула (23)).

Целевое множество – эллипсоид M = {x : (x− c)⊤Q(x− c) 6 R2}, где

Q =





4,5 −1,2 −1,6
−1,2 6,8 −2,3
−1,6 −2,3 8



 , c =





−3,4
−3,8
0,3



 , R = 12.

Напомним, что f(p, t) = s(p,M)− s(p,Rε(t)), здесь взято ε = 0,05, размер
шага λ = 0,2.

Рисунок 6: для системы (23) похожий алгоритм деления пополам сходится
за 19 шагов (т.е. |J + ε| 6 εtol = 10−7). Оптимальное время t = 1,64610733,
p0 = (0,36800454, 0,72705740 − 0,57962073).
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Рис. 6. Решение задачи (P2) для примера 3.

6.4. Задача (P2). Пример 4. Гомотет внутри целевого множества.

Решим задачу (P2) для гомотета, т.е. задачу, поставленную в виде

max
t>0

t : tR⊂M.(24)

Определим M = B10(0), т.е. шар с центром в 0 и радиусом 10. Мно-
жество R – сильно выпуклый отрезок с концами [−0,1, 3, 2,05884573],
[−1,9, 3, −1,05884573] и радиусом сильной выпуклости R = 3, т.е. R – пе-
ресечение всех шаров радиуса R = 3, содержащих обе концевых точки.

Опорный элемент для единичного вектора p = (p1, . . . , pn) и сильно вы-
пуклого отрезка с концами [−ae1, ae1] и радиусом сильной выпуклости R > a

равен Rp−
√
R2−a2√
1−p2

1

(I − e1e
⊤
1 )p, если arctg

(

p1√
1−p2

1

)

< arcsin( a
R ), в противном

случае он равен sign(p1)ae1. Рассмотрим гомотетию tR с параметром ε = 0,1
в определении f (15) и размером шага λ = 0,2.

Для t = 3 множество tR не содержится в M, см. рис. 7. Алгоритм, похо-
жий на приведенный для задачи (P2), сходится за 21 шаг к оптимальным
значениям t0 = 2,62904820 и p0 = (−0,34257770, 0,93398621, 0,10153957) (т.е.
|J + ε| 6 εtol = 10−7).

6.5. Задача (P3). Пример 5.

Рассмотрим пример в R
10

A = diag(0,1, 0,75, 0,8, 0,81, 0,82, 0,95, 1,0, 1,0, 1,05, 1,1), U = B1(0).
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Рис. 7. Задача (P2), пример 4. Гомотет при t = 3 не содержится в M.

Целевое множество равноM = B0,1(0,1× 1), (1 = (1, 1, . . . , 1)), ε = 0,1, раз-
мер шага λ = 0,1.

Понадобился 21 запуск метода проекции градиента, чтобы получить ре-
шение

p0 = (0,44643102, 0,32328081, 0,31539020, 0,31383560, 0,31228874,

0,29286442, 0,28572048, 0,28572048, 0,27875066, 0,27195027)

и оптимальное время 0,35823087.

7. Заключение

В работе на основе решения задачи (1) предложены эффективные мето-
ды решения ряда задач (P1)–(P3), в том числе задачи поиска расстояния и
включения множеств. Доказана линейная скорость сходимости алгоритмов.
Рассмотренные примеры показывают эффективность предложенных мето-
дов.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 1. Умножим обе части неравенства на
√

‖p‖ ‖q‖ и возведем в квадрат.

Дока з а т е л ь с т в о л еммы 2. Из равенства eAs = JeA1sJ−1 получаем

R(t) =
t
∫

0

JeA1sJ−1U ds =

t
∫

0

JeA1sU1 ds = JR1(t).

Требуемое утверждение следует из [25, Теорема 3].
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Дока з а т е л ь с т в о л еммы 3. По определению U = U0 + Br(0). Тогда
R(t) = R0(t) + r

∫ t
0 e

AsB1(0) ds,

R0(t) =

t
∫

0

eAsU0 ds.

Достаточно показать, что эллипсоид eAsB1(0) равномерно гладкий с постоян-

ной r(s) = λ2
n(s)

λ1(s)
. Рассмотрим ортонормированный базис, в котором эллипсоид

eAsB1(0) принимает канонический вид

N =

{

x ∈ R
n :

n
∑

k=1

x2k
λ2
k

6 1

}

, λk = λk(s).

Тогда матрица L = diag {λ1, . . . , λn} дает LB1(0) = N . Эллипсоид V =
=
{

x :
∑n

k=1 λ
2
kx

2
k 6 1

}

сильно выпуклый с радиусом ρ = λ1/λ
2
n. Следова-

тельно, существует выпуклый компакт P, такой что V+P = Bρ(0). Учитывая,
что LV = B1(0), получаем:

LV + LP = LBρ(0) = ρLB1(0) = ρN ⇔ 1

ρ
B1(0) +

1

ρ
P = N .

Таким образом множество N является равномерно гладким с постоянной 1
ρ =

= λ2
n/λ1.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 1. Пусть I – единичная матрица, p0 ∈ S1 –
решение задачи (11). Из необходимого условия экстремума имеем f(p0) =
= (p0, f

′(p0)) = −‖f ′(p0)‖. Тогда PTp = I − pp⊤ для любого p ∈ S1 и
‖(I − pp⊤)f ′(p)‖2 = ‖f ′(p)‖2 − f2(p). Следовательно, для всех p ∈ S получаем

‖f ′(p)‖2 − f2(p) = (‖f ′(p)‖ − f(p))(‖f ′(p)‖+ f(p0) + f(p)− f(p0)).

Из неравенства f(p) 6 0 и того, что опорный элемент f ′(p0) = N (t)(p0) имеет
минимально возможную норму, получаем, что ‖f ′(p)‖ − f(p) > ‖f ′(p)‖ >
>‖f ′(p0)‖= |J |. Остается заметить, что ‖f ′(p)‖+f(p0)= ‖f ′(p)‖−‖f ′(p0)‖>0.

Для любых двух векторов p, q ∈ R
n, 1−ε 6 ‖p‖, ‖q‖ 6 1+ε из леммы 1 по-

лучаем, что
∥

∥

∥

p
‖p‖ −

q
‖q‖

∥

∥

∥ 6
‖p−q‖√
‖p‖ ‖q‖

. Фиксируем такие p, q. Тогда из липшице-

вости опорного элемента f ′(ξ) = N (t)(ξ) на единичной сфере с постоянной R
и равенства f ′(ξ) = f ′ (ξ/‖ξ‖), для всех ξ 6= 0, получаем

‖f ′(p)− f ′(q)‖ 6 R

∥

∥

∥

∥

p

‖p‖ −
q

‖q‖

∥

∥

∥

∥

6
R‖p − q‖
√

‖p‖ ‖q‖
6

R

1− ε
‖p− q‖.

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 2. Определим qk = pk − λf ′(pk), ‖qk‖ >
> 1− λ‖f ′(pk)‖ > 1− λL >

1
2 . Из ‖pk‖ = ‖pk+1‖ = 1, леммы 1 и неравенства

‖pk+1 − pk‖ = ‖PS1
(pk − λf ′(pk))− pk‖ 6

‖pk − qk‖
√

‖pk‖ ‖qk‖
6

6 λ
√
2‖f ′(pk)‖ 6 λ

√
2L 6

1√
2
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получаем [pk, pk+1]⊂ {p ∈ R
n : 1

2 6 ‖p‖ 6 3
2}. По теореме 1 f ′ имеет постоян-

ную Липшица L1 = R/(1− 1
2 ) = 2R на отрезке [pk, pk+1].

Также имеет место условие LPL для функции f на множестве S по теоре-
ме 1 для µ = |J |.

Фиксируем λ из предложения и ℓ = 1
λ > L1. Положим zk = ‖ℓpk−f ′(pk)‖−

− (pk, pk − f ′(pk)) > 0,

zk =
‖(I − pkp

⊤
k )f

′(pk)‖2
‖ℓpk − f ′(pk)‖+ (pk, pk − f ′(pk))

>
‖(I − pkp

⊤
k )f

′(pk)‖2
2‖ℓpk − f ′(pk)‖

.(Π.1)

Имеем

‖pk+1 − pk‖2 = 2− 2
(pk, ℓpk − f ′(pk))
‖ℓpk − f ′(pk)‖

=
2zk

‖ℓpk − f ′(pk)‖
и из липшицевости f ′ на отрезке [pk, pk+1] с постоянной L1

f(pk+1)− f(pk) 6 (f ′(pk), pk+1 − pk) +
L1

2
‖pk+1 − pk‖2 =

= (pk, L1pk − f ′(pk))−
(

L1pk − f ′(pk),
ℓpk − f ′(pk)
‖ℓpk − f ′(pk)‖

)

=

=

(

ℓpk − f ′(pk) + (L1 − ℓ)pk, pk −
ℓpk − f ′(pk)
‖ℓpk − f ′(pk)‖

)

,

f(pk+1)− f(pk) 6 −zk + (L1 − ℓ)

(

pk, pk −
ℓpk − f ′(pk)
‖ℓpk − f ′(pk)‖

)

=

= −zk +
L1 − ℓ

‖ℓpk − f ′(pk)‖
zk 6 −zk.

Из (Π.1) и условия LPL с µ = |J | получаем, что

f(pk+1)− f(pk) 6 −
‖(I − pkp

⊤
k )f

′(pk)‖2
2‖ℓpk − f ′(pk)‖

6 − |J |
2‖ℓpk − f ′(pk)‖

(f(pk)− f(p0)).

Определим ϕ(p) = f(p)− f(p0) для всех p ∈ S1. Из оценки ‖ℓpk − f ′(pk)‖ 6
6 ℓ+ ‖f ′(pk)‖ 6 ℓ+ L получаем

ϕ(pk+1) 6

(

1− |J |
2ℓ+ 2L

)

ϕ(pk) = qϕ(pk)

и q ∈ (0, 1), так как |J | = ̺(0,N (t)) 6 ‖N (t)‖ = L.

Для точек {pk} имеем (заметим, что ‖pk − λf ′(pk)‖ > 1)

‖pk+1 − pk‖2 6
2zk

‖ℓpk − f ′(pk)‖
6

2λ(f(pk)− f(pk+1))

‖pk − λf ′(pk)‖
6 2λϕ(pk).

Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 3. Рассмотрим функцию

f(p) = s(p,M0) + r‖p‖ − s(p,Rε(t)).
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Множество Rε(t) сильно выпукло с радиусом RT + ε < r. Следовательно,
существует выпуклый компакт N (t), такой что Rε(t) +N (t) = BRT+ε(0) и
r‖p‖ − s(p,Rε(t)) = (r −RT − ε)‖p‖ + s(p,N (t)). Таким образом

f(p) = s(p,M0) + (r −RT − ε)‖p‖ + s(p,N (t)) =

= s(p,M0 +N (t) + Br−RT−ε(0))

и функция f(p) является опорной функцией множества N (t) =M ∗ Rε(t) =
=M0 +N (t) + Br−RT−ε(0). Это множество сильно выпукло с радиусом R0 и
является равномерно гладким с постоянной r0 = r −RT − ε > 0. Функция f ′

липшицева на S1 с постоянной R0 и так же, как в доказательстве теоремы 2,
[pk, pk+1]⊂

{

p ∈ R
n : 1

2 6 ‖p‖ 6 3
2

}

. Таким образом, для любого p из отрезка
[pk, pk+1] имеем ‖p‖ > 1

2 и для любых p, q ∈ [pk, pk+1] по лемме 1

‖f ′(p)− f ′(q)‖ =
∥

∥

∥

∥

f ′
(

p

‖p‖

)

− f ′
(

q

‖q‖

)∥

∥

∥

∥

6

6 R0

∥

∥

∥

∥

p

‖p‖ −
q

‖q‖

∥

∥

∥

∥

6 R0
‖p − q‖
√

‖p‖ ‖q‖
6 2R0‖p− q‖,

т.е. f ′ – липшицево отображение на любом отрезке [pk, pk+1] с постоянной 2R0.
Из липшицевости f ′ и предложения 2 f(pk) 6 0 для всех k.

‖pk+1 − p0‖2 = ‖PS1
(pk − λf ′(pk))− PS1

(p0 − λf ′(p0))‖2,
‖pk − λf ′(pk)‖ > 1, ‖p0 − λf ′(p0)‖ > 1,

т.е. pk − λf ′(pk) /∈ intB1(0), p0 − λf ′(p0) /∈ intB1(0), и тогда

‖pk+1 − p0‖2 6 ‖pk − p0 + λ(f ′(pk)− f ′(p0))‖2 6

6 ‖pk − p0‖2 − 2λ(pk − p0, f
′(pk)− f ′(p0)) + λ2‖f ′(pk)− f ′(p0)‖.

Из сильной выпуклости множества N (t) с радиусом R0 имеем ‖f ′(pk)−
−f ′(p0)‖ 6 R0‖pk − p0‖. Также из сильной выпуклости множества N (t)
с радиусом R0 имеем [28, Теорема 2.1 (h)] (pk − p0, f

′(pk)− f ′(p0)) >
>

1
R0
‖f ′(pk)− f ′(p0)‖2. Из равномерной гладкости множества N (t) с посто-

янной r0 [28, Определение 3.2, Теорема 3.6] имеем

(pk − p0, f
′(pk)− f ′(p0)) >

1

R0
‖f ′(pk)− f ′(p0)‖2 >

r20
R0
‖pk − p0‖2.

Таким образом, ‖pk+1 − p0‖2 6 q2‖pk − p0‖2.
Дока з а т е л ь с т в о т е о р емы 4. Повторяется доказательство теоре-

мы 3. В частности, функция f(p) – опорная функция множества R(t) ∗ Mε =
= R(t) ∗ M ∗ Bε(0). Это множество сильно выпукло с постоянной RT и яв-
ляется равномерно гладким с постоянной r.
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